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Kurzreferat 

Die Energiemethode mit integraler Beschreibung des Materialverhaltens (EIM) ist eine 
alternative Berechnungsmethode auf der Grundlage einer kinematischen Formulierung nach 
dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials von LAGRANGE. Das entsprechende 
Extremalproblem wird mit Methoden der Diskretisierung in eine nichtlineare Optimierungs-
aufgabe überführt. 
Die Anwendung der EIM zur nichtlinearen Analyse des Trag- und Verformungsverhaltens von 
Stahlbeton-, Spannbeton-, Verbundquerschnitten und Verbundelementen steht im Mittel-
punkt der vorliegenden Arbeit. Dafür werden vorhandene Modelle aufgegriffen und gezielt 
weiterentwickelt, so dass geometrische und physikalische Nichtlinearitäten, zeitabhängiges 
Materialverhalten, nachgiebige Verbund- und Lagerungsbedingungen sowie Querschnitts- 
und Systemänderungen, die sich u.a. aus Bauzuständen ergeben, erfasst werden können.  
Auf Querschnittsebene werden zur realitätsnahen Beschreibung des Trag- und Verformungs-
verhaltens von Verbundquerschnitten multilineare und nichtlineare Spannungs-Dehnungs-
linien genutzt, wobei die Erfassung des Betonzugtragverhaltens sowie des Langzeittrag-
verhaltens von Beton und Spannstahl von besonderem Interesse sind. 
Einen Schwerpunkt der Arbeit bildet die Erweiterung der für die Querschnittsberechnung 
hergeleiteten Modelle, um die Analyse des Trag- und Verformungsverhaltens von Balken-
tragwerken zu ermöglichen. Dabei werden die Formänderungen elementweise mit 
LAGRANGEschen sowie HERMITEschen Polynomen unterschiedlicher Ordnung approximiert 
und die numerische Integration erfolgt mit der LOBATTOschen oder der GAUSSschen 
Quadraturformel. Die Formänderungsenergie des Querschnitts wird in Abhängigkeit der 
durch die Ansatzfunktionen gegebenen Deformationsparameter an definierten Integrations-
punkten bestimmt und die Formänderungsenergie des Elements mit entsprechenden 
Wichtungsfaktoren berechnet. Mit dieser numerischen Umsetzung können bei geometrisch 
nichtlinearem Trag- und Verformungsverhalten lokal auftretende physikalische Nicht-
linearitäten auch bei sehr grober Diskretisierung wirklichkeitsnah erfasst werden. 
Ein weiterer Schwerpunkt ist die Berücksichtigung des nachgiebigen Verbundes zwischen 
Teilelementen. Dazu werden Modelle entwickelt, mit denen sowohl kontinuierlich wirkende 
Verbundmechanismen als auch diskret wirkende Verbundmittel berücksichtigt werden 
können. Die Verbundwirkung wird separat durch die Formänderungsenergie des Haft- und 
Reibungsverbundes sowie der Verbundmittel erfasst. 
Die erarbeiteten Modelle und Algorithmen werden in einem modular aufgebauten 
Programmpaket umgesetzt. Die Richtigkeit und die Leistungsfähigkeit des Programmpakets 
werden anhand von Vergleichen mit analytischen Lösungen und Versuchsnachrechnungen 
sowie mit einem komplexen Anwendungsbeispiel aufgezeigt. 
  



Abstract 

The Energy Method with Integral Description of the Material Behaviour (EIM) is an 
alternative approach based on a kinematic formulation. Using the principle of LAGRANGE of 
the minimum of the potential energy, an extremal problem is defined and a non-linear 
optimization problem is derived by methods of discretization.  
The focus of this thesis is the application of the EIM for the non-linear analysis of reinforced 
concrete, pre-stressed and composite cross sections as well as elements. Existing models are 
used and extended to consider geometric and physical non-linearity, time dependent 
material behaviour, flexible bond and support conditions as well as changes to the cross 
sections and the system e.g. according construction stages. 
The realistic description of the force-deformation behaviour of composite cross sections is 
an important aspect on the cross section side. Using multi-linear and non-linear stress-strain-
relations, the behaviour of concrete under tension as well as the long-term behaviour of 
concrete and pre-stressed steel is taken into account.  
The main part of this thesis is the extension of the cross section models for the non-linear 
analysis of beam structures. The structure is discretised in finite elements and the 
displacements are approximated by LAGRANGE- and HERMITE-polynomials of different 
orders. The strain energy of the cross section is calculated according the deformation 
parameters, which are dependent on the shape functions. The strain energy of the element 
is determined by the strain energy of the cross section using LOBATTO- or GAUSS-
quadrature. With this numerical procedure, local limited physical non-linearities can be 
taking into account by the geometric non-linear analysis without a fine discretisation of the 
structure. 
A key aspect on the element side is the consideration of flexible bond between two or more 
parts of a composite element. Therefore, models are developed, that simulate continuous 
and discrete bond at the composite joint by separately considering adhesion, friction and 
special connectors. 
The prepared models and algorithms are implemented by a modular program system. By the 
comparison of analytical solutions, the recalculations of tests and a complex example of 
application the program system is verified and the power and efficiency is demonstrated. 
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1 Einleitung 

1.1 Ausgangspunkt und Motivation 

Die Kombination verschiedenartiger Materialien ist eine für den konstruktiven Ingenieurbau 
charakteristische Vorgehensweise, da so die spezifischen Eigenschaften der einzelnen 
Komponenten gezielt ausgenutzt werden können. Entsprechende Verbundkonstruktionen 
haben aus statischer und konstruktiver sowie aus herstellungstechnologischer und 
wirtschaftlicher Sicht Vorteile gegenüber Tragwerken des Stahl-, Massiv- und Holzbaus. 
Sowohl im Traglastbereich als auch auf Gebrauchslastniveau ist die Berücksichtigung geo-
metrischer und physikalischer Nichtlinearitäten sowie des zeitvarianten Materialverhaltens 
zur realitätsnahen numerischen Analyse des Trag- und Verformungsverhaltens von 
Verbundelementen unabdingbar. Der Fortschritt der Rechentechnik und die parallel dazu 
verlaufende Erarbeitung leistungsfähigerer numerischer Methoden ermöglichen eine 
detailgenaue Abbildung nichtlinearer Phänomene. Für weitergehende Anforderungen in 
Forschung und Entwicklung stehen anspruchsvolle Programmsysteme zu Verfügung, die z.B. 
durch die Einbeziehung netzfreier Methoden und die Anwendung von Multiskalenmodellen 
charakterisiert sind. Entsprechende Finite-Element-Programme erfordern zahlreiche 
Eingangsparameter, die definiert oder durch Versuche zu bestimmen sind. Umfassende 
Kenntnisse der theoretischen Grundlagen zur Modellbildung und zur Ergebnisinterpretation 
sind bei der Anwendung derartiger Programme notwendig. 
Dem praktisch tätigen Tragwerksplaner stehen einerseits einfache baustatische 
Berechnungsprogramme zur Verfügung, die dadurch gekennzeichnet sind, dass die lineare 
Schnittgrößenermittlung und die nichtlineare Bemessung getrennt durchgeführt werden. 
Andererseits werden auch in der Praxis leistungsfähige Softwarelösungen genutzt, die eine 
vollständig nichtlineare Berechnung und Bemessung ermöglichen. Auf der Grundlage der 
Kompatibilitätsbedingungen der Formänderungen, der Spannungs-Dehnungsbeziehungen 
und der Gleichgewichtsbedingungen werden Gleichungssysteme abgeleitet und iterativ 
unter Berücksichtigung der beanspruchungsabhängigen Steifigkeitsentwicklung gelöst. Die 
Qualität des Ergebnisses kann anhand von Konvergenzkriterien beurteilt werden. 
Alternativ zu dieser Vorgehensweise lassen sich Modelle aufstellen, die dadurch 
charakterisiert sind, dass aus Energieprinzipien direkt Extremalaufgaben abgeleitet und mit 
geeigneten Diskretisierungsverfahren in lineare oder nichtlineare Optimierungsaufgaben 
überführt werden 
Die Anwendung der mathematischen Optimierung zur nichtlinearen Analyse von Stahlbeton-
tragwerken ist Gegenstand intensiver Forschungsarbeit am Institut für konstruktiven 
Ingenieurbau der Bauhaus-Universität Weimar. Dabei wurden unter anderem die von Čyras 
et al. [27] entwickelten Modelle zur Analyse von Tragwerken mit starr-plastischem Material-
verhalten aufgegriffen und weiterentwickelt. Im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 524 
„Werkstoffe und Konstruktionen für die Revitalisierung von Bauwerken“ [110] entstanden 
Berechnungsmodelle auf der Grundlage statischer Formulierungen nach dem Prinzip von 
CASTIGLIANO, die in lineare und quadratische Optimierungsaufgaben überführt wurden. 
Weiterhin wurden Berechnungsmodelle basierend auf der kinematischen Formulierung nach 
dem Prinzip von LAGRANGE und der gemischten Formulierung als verallgemeinerte 
LAGRANGE-Aufgabe erstellt und entsprechende nichtlineare Optimierungsaufgaben 
abgeleitet. 
In diesem Kontext entstanden zahlreiche Arbeiten, die verschiedene Problemkreise der 
nichtlinearen Tragwerksanalyse zum Gegenstand haben. Das Langzeittragverhalten von 




